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As has been shown by Tomasint it is possible to develop a perturbation theory for a many-fermion
system by starting with a Bocorsuov-transformed Hawmiiroxian having an energy gap in the un-
perturbed Hamirroxian. An investigation of the analogue to the Brueckxer ladder approximation
then shows this to be free of the Coorer-type divergencies of the original Brueckyer t-matrix pro-
vided only zero total momentum of the pairs is taken into account. This paper extends the investi-
gation to non-vanishing total momentum. For a separable potential and weak interaction it is shown
that there are no divergencies for any total momentum. The reason for this (as in the case of zero
total momentum) is the existence of the energy gap in the unperturbed spectrum.

Bei der Berechnung der Grundzustandsenergie
eines Vielfermionensystems mit anziehenden Zwei-
korperkraften (etwa von Kernmaterie) durch teil-
weise aufsummierte Storungsrechnung?! tritt eine
charakteristische Konvergenzschwierigkeit auf, wenn
man von einem System wechselwirkungsfreier Teil-
chen (Hamicron-Operator H,) als dem ungestorten
System ausgeht. Sie ist bekannt als Singularitat der
Brueck~erschen ¢-Matrix? und besteht darin, daf}
der in dieser ¢-Matrix erfafite Anteil der Storungs-
reihe nicht konvergiert. Diese Erscheinung hangt
eng zusammen mit der Bildung gebundener sogen.
CoorEer-Paare ? und ist gleichbedeutend mit der Exi-
stenz sogen. lokalisierter Losungen der BeTHE—GoLD-
stoNE-Gleichung # 5.

Zur Beseitigung dieser Konvergenzschwierigkeit
gibt es grundsatzlich zwei Wege:

1. In der ¢-Matrix ist nur derjenige Anteil der
gesamten Storungsreihe erfalit, der durch Aufsum-
mation der sogen. ,Leitergraphen® entsteht 6. Der
Grund fir die Auswahl gerade dieser Graphen ist,
neben dem der mathematischen Einfachheit, daf} sie
fur geringe Dichte des Fermionensystems den Haupt-
beitrag liefern 7. Es konnte also sein, daf} sich bei
Mitnahme weiterer Graphen die Konvergenz verbes-
sert. Diese wegen der Vielzahl der moglichen Gra-
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phen ziemlich komplizierte Frage ist z. B. bei Katz 8,
KimmeL ® und Yamasaki ' behandelt worden.

2. Diese Nichtkonvergenz eines Teiles der Sto-
rungsreihe kann aber auch ein Hinweis auf die Nicht-
konvergenz der gesamten Storungsreihe sein. In der
Tat zeigt die Theorie der Supraleitung nach Bar-
pEEN—C00PER—ScHRIEFFER (BCS) und Bocorsusov 11,
daf} ein Vielfermionensystem mit anziehender Zwei-
teilchenwechselwirkung eine storungstheoretisch nicht
erfalbare sogen. ,Energieliicke® zwischen dem
Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand
des Systems aufweist; der ,supraleitende” Grund-
zustand des Systems ist nicht auf stérungstheoreti-
schem Wege aus dem des wechselwirkungsfreien
Systems zu erhalten.

Vermutlich wird daher eine Storungsrechnung er-
folgreicher sein, wenn man von einem neuen unge-
storten HamiLron-Operator H,," ausgeht, dessen Spek-
trum die Energieliicke bereits enthilt, und der damit
dem System besser angepalit ist als das H, der
wechselwirkungsfreien Teilchen; denn der Erfolg
einer Storungsrechnung hingt wesentlich davon ab,
daf} das System bereits durch den ungestorten
Hawmivron-Operator qualitativ einigermafBen gut be-
schrieben wird. Einen solchen HamiLton-Operator H,,’
erhilt man aus dem vollstindigen H = Hy+ V' durch
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BESEITIGUNG VON ¢-MATRIX-SINGULARITATEN

eine BocoLsuBov-Transformation 12, bei der Teilchen
und Locher mit entgegengesetzt gleichen Impulsen
gekoppelt werden (die Transformation bevorzugt
damit den Gesamtimpuls Null). H," enthilt den fiir
die Energieliicke verantwortlichen Anteil der Wech-
selwirkung, ist aber formal wie ein Hamirton-Ope-
rator fiir freie sogen. Quasiteilchen gebaut. Der Rest
Hiy in der Zerlegung H = Hy' + H;y,; wird dann wie
frither V' storungstheoretisch behandelt.

Im folgenden wird diese zweite Methode des Be-
seitigens der Konvergenzschwierigkeit durch eine
BocorsuBov-Transformation benutzt. Bildet man
dann durch Aufsummation der Leitergraphen in der
neuen Stérungsrechnung das Analogon zur t-Matrix
(im folgenden nach Tomasini '3 7-Matrix genannt),
so laft sich fir den Spezialfall einer Wechselwirkung
von Paaren nur mit dem Gesamtimpuls K =0 in der
Tat zeigen, dall diese tr-Matrix nicht singular wird,
der durch sie erfafite Anteil der Quasiteilchen-Sto-
rungsrechnung also konvergiert im Gegensatz zur
t-Matrix fiir K =0. Besonders einfach wird der Be-
weis fiir separierbares Potential (T); es zeigt sich
dabei, da} die Beriicksichtigung der Energieliicke be-
reits im Ausgangsspektrum die Nichtsingularitat der
7-Matrix bewirkt. Fiir nichtseparierbares Potential
und Gesamtimpuls Null ist der dann etwas mih-
samere Beweis fiir die Nichtsingularitdt der 7-Matrix
bei Bavian und Menta 4 gefiihrt.

Durch die Bocorsusov-Transformation wird also
die Singularitit der ¢-Matrix bei K = 0 beseitigt. Nun
wurde aber von Haves ® durch Untersuchung der lo-
kalisierten Losungen der Berne—GoLpstone-Glei-
chung gezeigt, dal} die ¢-Matrix nicht nur fiir K=0,
sondern auch fiir nichtverschwindende Gesamtimpulse
in einem kleinen, aber endlichen Bereich um K =0
singuldr wird. Es ist daher zu fragen, ob auch die
7-Matrix Singularititen bei K = 0 besitzt, oder ob
durch die Bocorsusov-Transformation zugleich mit
der Singularitdt der z-Matrix bei K=0 auch die
Singularititen bei K & 0 beseitigt werden. In der
vorliegenden Arbeit wird diese Frage fir ein (zur
Vereinfachung der Rechnung gewihltes) separier-
bares Potential untersucht. Fir schwache Wechsel-
wirkung und hinreichend glatten Potentialverlauf be-
sitzt die 7-Matrix auch fiir K = 0 keine Singularita-
ten; der wesentliche Grund hierfiir ist, wie bei K =0,
die Existenz der Energieliicke im Ausgangsspektrum.

12 S, T. Bewasev in C. Dewrrr (Hrsg.), The Many-Body
Problem, Dunod, Paris 1959 (Sommerschule Les Houches
1958).
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Die verwendete spezielle BocoLsusov-Transformation
zum Gesamtimpuls Null geniigt also, um nicht nur
fiir diesen, sondern auch fir alle iibrigen Gesamt-
impulse die Konvergenzschwierigkeit der Leiter-
naherung zu beseitigen. Eine Aussage tiber die Kon-
vergenz der gesamten Quasiteilchen-Storungsrech-
nung ist allerdings auf Grund der nachgewiesenen
Konvergenz eines (wenn auch vermutlich wichtigen)
Anteils noch nicht méglich.

Im folgenden werden in Abschnitt 1 einige fur
die Untersuchung benétigte bekannte Ergebnisse re-
feriert; das Matrixelement der 7-Matrix wird wie
bei T angegeben. Das verwendete Verfahren zur Un-
tersuchung der r-Matrix fiir K + 0 wird am Ende
von Abschnitt 1 skizziert und in Abschnitt 2 und 3
durchgefiihrt. Abschnitt 4 diskutiert das Ergebnis
und erldutert es an einem numerischen Beispiel. Der
Anhang fafit Einzelrechnungen der Abschnitte 2 und
3 zusammen.

1. =-Matrix und charakteristische Funktion A(K)

Der Hamirton-Operator des betrachteten Viel-
fermionensystems lautet in zweiter Quantelung

H=Ho+V =Y (e —1) aisus

ks

T 172 Z (Kysi. Koy | T Ky sy’ By sy)

% ks, ks’

[N

+ +
X Ak,s, ks, ak‘z's:'aklrsl’ S (1)

Hierin ist &, =%?/2m die kinetische Energie eines
Teilchens (h=1) und (K, s;. Kkys5 |7 ks s, Ky s;")
das Matrixelement des (spinunabhéngig angenom-
menen) Zweiteilchenpotentials J (7, 7,). Die mog-
lichen Werte von K sind durch das Normierungs-
volumen 2 in iiblicher Weise diskret gemacht, der
Spinindex s kann die Werte + und — annehmen.
Die duBeren Indizes beziehen sich auf das erste, die
inneren auf das zweite der beiden beteiligten Teil-
chen. Bei Beschrinkung auf Gesamtimpuls Null ist
k,= —k, und k,'= —k,”. Wegen der Spinunab-
hangigkeit des Potentials gilt

(Bysi, Koso| T Ky sy, Ky sy')
= (kl k2 ] ]! k2’ kl’) 631&’ 63232'; (2 a)
aus Translations- und GaviLer-Invarianz folgt

(kykey|J ke, Ky = (k|J|K) 0kxr  (2D)

13 A. Tomasint, Nuovo Cim. 20, 963 [1961], im Text mit ,, T*
bezeichnet.
14 R. Bariax u. M. L. Menta, Nucl. Phys. 31, 587 [1962].
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mit den Gesamt- und Relativimpulsen
K:k1+k2. k:%(klvkg)- (3)

Zur (hier nicht durchgefithrten) Herleitung der Gln.
(6) bis (8) wird noch die Invarianz des Matrix-
elements gegen Zeitumkehr und Teilchenvertauschung
benotigt. Der Faktor 4 ist als Lacrancescher Para-
meter zur Erhaltung der Teilchenzahl in iblicher
Weise eingefiigt; es mul} in allen interessierenden
Zustinden des Systems (]C’):N gelten, mit dem
Teilchenzahloperator N und der Teilchenzahl N.
ais und ajs sind Erzeugungs- bzw. Vernichtungs-
operatoren fiir Fermionen mit den Vertauschungs-
relationen (Antikommutatoren)

{aks ) (1;’" S’} = ékk'éx,\'/ (4‘)

alle tibrigen Antikommutatoren verschwinden.
Durch die Bocorsusov-Transformation 1+ 12

Qps=Ups s+ Vps 0 g (5)

mit reellen Koeffizienten u; und v ,; werden neue
Quasiteilchenoperatoren a ;s und ajs eingefiihrt; fiir
uwj+vi=1 geniigen sie den Vertauschungsrelatio-
nen Gl. (4) (daneben hat man u_, =uy, v,. = — vy
=viund v_,r=vy).

Fihrt man in Gl. (1) die nach Gl. (5) gebildeten
Quasiteilchen-Operatoren ein und ordnet unter Be-
nutzung der Invarianzeigenschaften zu Normalpro-
dukten um, so entsteht

H:U0+ ZEkazsdks +Hint (6)
ks
mit ) X
Uy= Z [(er— 44 &) v — drug v, ] (7a)
¥
und der Quasiteilchen-Energie
Ev=V&+4, >0; (7b)
dabei sind die Groflen
S=e=24 5 Y [2(k K[| k)
Q &
— (kK |J kK)Jvy (8a)
und
dy=— 5 N (k. —k|[J| -K, K)uevy (8D

Q¢

eingefiihrt worden [die Spinsummation nach Gl. (2 a)
ist in Gln. (6) bis (8) bereits ausgefihrt]. Fir A«
gilt die nichtlineare Integralgleichung

1ok Ay
L Sk, —k|J| K. Kk

2.(.)7 E.

(9)

kaZg
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die stets die triviale Losung A4 = 0 besitzt. Fiir
A, = 0 nennt man das System ,,supraleitend“. Die
Koeffizienten uj und v} lauten, ausgedriickt durch
Erund £, .

=41+ 1) vi=3(1- ).

o B, (10)

Im folgenden wird von einer Abhédngigkeit der Gro-
fen &4, K, und A, von der Richtung des Vektors k
abgesehen 15,

Die ersten beiden Terme in Gl. (6) bilden den
neuen ungestorten Hamivron-Operator H,', der die
Form eines Operators freier Teilchen mit der Ein-
teilchenenergie K, besitzt. £, verlauft qualitativ mit
k- wie in Abb. 1 dargestellt; es ist stets positiv und
besitzt ein Minimum der Grofle 1> 0. das fiir schwa-
ches Potential bei k~k; (Fermi-Impuls) liegt. Die
Koeffizienten u;? und v;? haben fiir schwaches Po-
tential die Form von abgerundeten Treppenfunktio-
nen (Abb. 2). Ohne Wechselwirkung haben E;. . u;?
und v;? die in Abb. 1 und 2 gestrichelt eingezeich-
nete Form und /=¢;=k?/2m. Der Grundzustand
0) von H, ist das Vakuum der Quasiteilchen
(2| 0) =0 fiir alle k und s) und hat nach Gl. (6)

A

Abb. 1. Quasiteilchenenergie E (qualitativ) ; gestrichelt: Ver-
lauf ohne Potential (Parabelstiicke).

-k
ke

! g
] v
)
1 - k
ke

Abb. 2. Qualitativer Verlauf der Koeffizienten uz* und vj? fiir
schwaches Potential; gestrichelt: Verlauf ohne Potential.

15 Vgl. hierzu V. M. Garrrsky in Physica 26, Suppl., 143,
1960.
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die Energie U,; er ist also nicht wie bei H, der
N-Teilchen-Zustand der gefiillten Fermi-Kugel. An-
geregte Zustinde von H,' (die Zwischenzustinde der
unten folgenden Storungsrechnung) entstehen durch
Anwendung einer (zur Erhaltung der Zahl der wirk-
lichen Teilchen stets geraden) Anzahl von Quasi-
teilchen-Erzeugungsoperatoren a” auf 0).

Der Rest H;,; in Gl. (6) enthalt Normalprodukte
aus vier Quasiteilchenoperatoren; dabei treten nicht
nur Terme der Form a'2"aa wie in der analogen
Wechselwirkung 7 in Gl. (1) auf. sondern auch alle
anderen Kombinationen. z. B. aaaa oder a"a"a"a usw.
H;,; ist also komplizierter gebaut als die urspriing-
liche Wechselwirkung V. die genaue Form ist bei T
(Gln. 12 bis 17) angegeben und soll hier nicht wie-
derholt werden 6. Auch fiir Einzelheiten zu den fol-
genden Gln. (12) bis (14) vgl. T.

Die Energie U des Grundzustandes von H=H,
+ H;y ist nach der ScurépiNgErschen Storungsrech-
nung gegeben durch

U~Up=(0|Hn+Hint | Hipe+...]0). (11)

1
Jo—Hy'
Das erste Glied dieser Reihe verschwindet, da der
Erwartungswert aller Vierer-Normalprodukte ver-
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schwindet. Von der 3. Ordnung in H;, ab treten
noch kompliziertere als die in Gl. (11) angedeuteten
Glieder auf; sie werden aber fiir die 7-Matrix nicht
benétigt. Man kann nach T die einzelnen Terme der
Storungsreihe (11) durch die iiblichen Graphen
(nach Gorpstone® oder Hucennorrz7) darstellen;

a)

b)

Abb. 3. Leitergraphen: (a) Hucexnorrz-Schreibweise; (b)
Govrpstoxe-Schreibweise [der Graph (a) faBt die Graphen (b)
zusammen].

zusitzlich zu den dortigen Ubersetzungsvorschriften
ist fiir Teilchenlinien ein Faktor u;2, fiir Lochlinien
ein Faktor v;? einzufiigen. Summiert man in Gl. (11)
in allen Ordnungen nur iber ,Leitergraphen®
(Abb. 3) analog wie bei Gewinnung der ¢-Matrix 6,
so kann man ihren Beitrag zu (11) als

(121712 1) 2] 7|1 2)] QU2 7] 2 1yuf ud, of o}

1
(U_UO)L(}: T o0 Z

‘ 1272
(1= k,;s,) etc.)

Ey+Ey+E,+E, (12)

zusammenfassen; die etwas umstdndliche Rechnung sei zur Platzersparnis fortgelassen, vgl. z. B. GoLpstone 6.
In Gl. (12) ist das Matrixzelement der t-Matrixz durch
. . P AN AR AT e X
(U2']7]21) =1 2'[J[21) - 5 > Byt BygrtBy-tly

1ar

(13)

definiert; durch Iteration von Gl. (13) erhalt man den darin aufsummierten Anteil der Storungsreihe ex-
plizit. Mit Gl. (2 a) kann man schreiben

(k) sy Ky sy [ T Ky 55,k 51) = (ki ks’ |7 |key Tey) 0,5, Oy »
da die Impuls- und Spinabhéngigkeit in (7) dieselbe wie in (/) ist, und erhalt aus Gl. (13)
1o KRR | B KD R | w0

Q5 Evy + By + By + Es

(ki k' |t Ky key) = (k) k' |1 Ky Key) — (14)
Gl. (14) ist vollig analog gebaut wie die entsprechende Gleichung fiir das Matrixelement der ¢-Matrix
[Gl. (5.3) in ® fiir 0E=0]. Der dort auftretenden Summationsbeschrinkung (sie wiirde hier k&, >k;,
ky”" > k¢ lauten) entsprechen hier die als Abschneidefaktoren wirkenden w? und u3- (vgl. Abb. 2). Der
wesentliche Unterschied besteht im Energienenner, der dort zwar bei endlichem Normierungsvolumen £
nicht Null, fiir grofles 2 aber doch sehr klein werden kann. Hier dagegen ist er wegen E; = A4>0 stets
grofer als 4 4.

16 Die Matrixelemente bei T sind antimetrisiert, es gilt fiir sie (a b 'V |cd)={ab|J|cd)y—<(ab J|dc).
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Fiihrt man in Gl. (14) Gesamt- und Relativimpulse nach Gl. (3) ein und benutzt Gl. (2b), so kann man

iber K" summieren und erhilt mit

(Fey' Iy’ |7k, y) = (KK |7 K. k)

= ka(k/) KK’

bei Ersetzen der verbleibenden Summation iiber k" durch Integration

k) =ga () — Lo & G (LK) fra ()

mit den Abkiirzungen

(K'|] k) =g, (K); Gu(k kK')=

I\ Ky K+ ¥
EQK+K)+E (K —

(15)

2(1K — k")

k') + (KK
B(K.k)=E;, +E,, —EGK+k) + EGK —k) >0. (16)

Gl. (15) ist eine inhomogene FrepnoLmsche Integral-
gleichung 2. Art fir die noch von K, k als Para-
metern abhingende Funktion fxix (K’) mit der In-
homogenitit gk (k') und dem Kern Gk« (k' K”).
Gefragt ist, ob Gl. (15) in Abhéngigkeit von K und
k stets losbar ist. Gl. (15) ist dann unlésbar 17, wenn
die zugehorige homogene Integralgleichung

fro) = = L [ K Gy (LK) s (K
(17)
16sbar ist durch f= 018,

Die Untersuchung der Gln. (9) und (17) verein-
facht sich erheblich, wenn man ein separierbares Po-
tential verwendet. Man setzt

(K'|J|K")=yg(K) g(k”)

mit einer nur vom Betrage des Relativimpulses ab-
hangigen Funktion g(k) und einer Kopplungskon-
stanten y (y <O fir anziehendes, y > 0 fiir abstof3en-
des Potential) ; fir dimensionslos gewahltes g(k)
hat y die Dimension einer Energie. g(k) sei be-
schriankt fur alle £ und hinreichend glatt; zur ge-
naueren Formulierung dieser Forderung s. Abschn. 2.

Fir separierbares Potential nach Gl. (18) folgt
aus Gl. (9)

(18)

A =Cg(k), (19)
wobei fiir €+ 0 (,Supraleitung”) die Integral-
gleichung

g (k)

_ 7 3 4 =
2(2::)3/Ol V&4 C? g (k) !

(20)

17 R. Courant u. D. Hisert, Methods of Mathematical
Physics I, § III. 2. Interscience Publishers, Inc., New
York 1953.

18 Eine Untersuchung der zur Unl6sbarkeit notwendigen zwei-
ten Bedingung

[ ex(k) p(K) &*K 50

erfiillt sein muf};
losbar.

sie ist nur fiir y >0 (Anziehung)

Gl. (17) vereinfacht sich entsprechend. Man er-
hilt als Bedingung fur die Losbarkeit

AK, p) =1 (21)

mit
A(K,f) = - '(2;;:)¢* /dﬁ’k’ ;((:I)(ZIE%KjEk(;;(Sf)_’f’/;
(22)
Die Untersuchung der Funktion A (K. ) (die iibri-

gens von der Richtung des Vektors K nicht abhéngt)
wird im Mittelpunkt der folgenden Untersuchungen
stehen. Es sei daran erinnert, daf} die Losbarkeit
von Gl. (21) die Unlosbarkeit von Gl. (15), d. h.
Singularitdt der 7-Matrix, bedeutet; Gl. (21) ist
hochstens fiir anziehende Wechselwirkung (y<0)
losbar. Eine zu Gl. (21) analoge Beziehung fiir die
Singularitit der ¢-Matrix steht z. B. bei Haves?®.

Fiir K=0 fait man nach T in Gl. (22)
E(k)+ E(—k)=2 E(k) und u*(k) u*( — k) =u*(k)
zusammen; der Vergleich von Gl. (21) fir K=0
und Gl. (20) zeigt dann, daf}

A( ﬂ 2(27)/
=gr_ g k) _
<2(2.—z)3/dk g,

gilt wegen >0 und u?><1 (s. Abb. 2); also ist die
t-Matrix fir K =0 nicht singuldr im Gegensatz zur
t-Matrix.

g% (k) u* (k)
Ex+3ip

(23)

fiir die Losung p der transponierten homogenen Gleichung
eriibrigt sich hier, da im spiter behandelten Fall schon
Gl. (17) unlésbar ist. — Da der Kern G nur von K und #
abhingt, nimmt man diese statt K und k als Parameter
fir f.
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Zur Untersuchung von Gl. (21) fiir K = 0 benutzt
man zunachst

(D]

A(K. p) <0. (24)

(&3]

p

was durch Differentiation des Integranden nach f
sofort zu sehen ist. Ferner verschwindet A (K, ~).
Fiir K+ 0 ist also Gl. (21) fiir alle diejenigen K
erfiillbar, fiir die

A(K,0) = AK)=1 (25)

gilt; denn dann gibt es wegen Gl. (24) immer ein
£>0,s0 daB A(K, p) =1 erfiillt ist.

Die K-Abhingigkeit der Funktion 4(K) ist aus
Gl. (22) nicht ohne weiteres zu erkennen. Im fol-
genden wird in einer Naherung fiir schwaches Po-
tential gezeigt, dal 4(K) monoton mit K fillt. Da-
zu wird 4" (K) =dA4(K)/dK mit einer fiir y— 0
daraus entstehenden Grenzfunktion 4, (K) verglichen.
die fiir alle K negativ ist [sie ist die Ableitung der
durch y — 0 aus A(K)82 gebildeten Grenzfunktion
Ay(K)]. Fiir kleine y weicht dann A" (K), mit Aus-
nahme des Bereiches sehr kleiner K und einer klei-
nen Umgebung von K =2k, beliebig wenig von
Ay (K) ab und ist somit wie dieses negativ. Eine
direkte Diskussion der beiden Ausnahmebereiche
zeigt, daBl auch dort 4'(K) <0; somit fillt 4(K)

monoton mit K fiir alle K.

2. Niherung fiir A"(K)

2.1. Niherung fir &, .
Umjormulierung auf dimensionslose Variable

Nach Gln. (22) und (25) ist (mit —y=u>0)

A(K Bk & *(k) u?(3K+k) u*(3K—k) .
() = @2a ):’f E(3K+k) +E(3K—F)
Hierin wird zuerst

(26)

(27)
gendhert; das bedeutet nach Gl. (8 a) Ersetzen von 4
durch seinen Wert ¢; fiir fehlende Kopplung und
Vernachléssigen des von der Wechselwirkung abhén-
gigen Terms. Beides ist fiir schwache Kopplung und
geringe Dichte gerechtfertigt (dann ist v>*~0 fir
k> ki, und es ist o ~ k¢3).

Mit der Ndherung (27) und den dimensionslosen
Variablen

Spmcer — &

y=k/k; und Y=K/k (28)

182 Genauer: aus 4(K)/y, s. Gln. (35), (36) und (41).
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sowie der Abkiirzung z=cos (K, k) wird dann

Si=e(y?—1) =& 5(y)

(-1 < &< wegen y = 0) (29)
und
VR
=& VE(y) +D2 g (y) = & E(y) » (30)
wobei Dy=Cler <1 (31)

angenommen ist; diese Bedingung driickt die Schwi-
che der Kopplung aus '°. Fiir die in 4(K) auftreten-
den Groflen erhalt man

S3KXEk) =¢85 (Y.y,2)

Eef(}:iny+y?_l) (32)
und
E3K*k) =¢E. (Y, y,2)
=&V (Y,y.2) +D3g2 (Y, y,2) (33)
wobei
g:(Y,y,2) =g((} Kt k|) =g(V1+£:). (34)

Aus &. und E. entsteht nach Gl. (10) v (Y, y, 2).

Mit diesen Formeln erhilt man aus Gl. (26) (in
Polarkoordinaten mit Y als Polarachse)

A(K) = @ _’)2 = Q(Y) (35)
mit  Q(Y) =0_70dy_f dz g*(y) ¥*f(Y,y,2)  (36)
und  f(Y,y,2) = uf (Y, y,2) u (Y,y,2) (37)

E.(Y,y,2) +E_(Y,y,2)

f(Y,y,z) hangt von Y,y und « explizit nur in der
Form £+ ab und ist symmetrisch in &, und &_.

Es ist zweckmiBig, nicht die Funktion Q(Y) selbst,
sondern ihre Ableitung Q' (Y) =dQ(Y)/dY zu un-
tersuchen. Mit den Gln. (32) bis (34), (36) und
(37) ist

oc 1
Q1) =N = [dy [drg(y) ¥*f (Y9, )
0 =1
(38)
. _ 3f(Y.y,a) _ ui(ud) +ud(ul)
mit f(Y,y,2) = =5y~ =% HE. (399)
uiul E’
T (E.+E_ )* (B + )
Wiy =2 ut =3B~ 8B (ggp

Y E.

19 Nach Gl.(20) ist C=0 fiir x=0; es gilt C~exp(—const/u).
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B, = AS E,— £ & +})30 q . (39¢) ,Die im folgenden zu verwendende Naherung fiir
oY E Q'(Y) geht davon aus. daB fiir Dy <1 und be-
o, = 3 = g AT dg(y) - schrinktes g(y) die Quasiteilchenenergie E(y)
Y °=  2y1+4E&. TETCE dy y=y1+¢& [Gl. (30)] auBer in einer engen Umgebung von

(394d)
und schlielich mit Gl. (32)

d Y Y 1 - -
B = + — ! < (= .
S‘Y’iv 9 —_I/-'C—:2 "‘2). (s+ s—)a (40)

£
SR

die letzte Form entsteht. wenn man yz nach Gl. (32)
durch &, und & ausdriickt. Sie gestattet., das ge-
samte f'(Y, y,x) als Funktion von &, und &_ allein
zu schreiben; das ist im folgenden wesentlich.

Neben Q'(Y) wird wegen Dy < 1 spiter noch die
Funktion

) 1
Q' (Y) = 1AM _ [y [deg(y) y* Iy (¥, 9, 2);
0 —1

fo= o h(Yogm) (1)

betrachtet, die Ableitung der einfacher als Q(Y) ge-
bauten Grenzfunktion

2 1
Qo(¥) =lim Q(Y) = [dy [ dz &2(y) ¥ fo (¥, y, 2)
(g 0 =

(42)

mit o (¥, y,2) =lim (¥, y,2) = 260 2E2) (43)
Dy—0 P
(s. Anm. 29).

In Abschn. 2.5 wird Q, (Y) <0 fiir alle ¥ gezeigt.
und in Abschn. 3 wird Q'(Y) durch Vergleich mit
seiner Grenzfunktion Q, (Y) diskutiert2!. Zunichst
wird aber Q' (Y) weiter untersucht.

2.2 Diskussion von Q' (Y) durch Niherung:
Programm

Das Vorzeichen von Q' (Y) ist aus Gln. (38) und
(39) nicht ohne weiteres abzulesen; eine einfache
Aussage wire nur moglich, wenn f ein definiertes
Vorzeichen besalle, und das ist aus Gl. (39 a) min-
destens nicht evident. Unmittelbar ergibt sich nur

Q' (0)=0 (44)
aus der Invarianz von f(Y,y,z) gegen die Trans-
formation ¥ — —Y; fiir weitere Aussagen sind we-

gen des komplizierten Baus von Gl. (39) Naherun-
gen erforderlich.

20 Esist (Fortlassen von *) benutzt

] " e 2 0 £<0
L T
im Nenner kann man dann & statt | £ schreiben.

=0 (etwa —a<E&<a mit 0<a<1) durch
E = &| ersetzt werden kann; in Abb. 1 wire dann
E tberall aufler in der Umgebung des Minimums
durch die gestrichelte Grenzkurve zu ersetzen. Fiir
den Faktor u? folgt dann nach Gl. (10) (s. Abb. 2)
eine qualitative Einteilung in drei Bereiche der
Variablen &

1. w?~0 fir —1<¢§<a, dadort &~ —E,
2. u?steigtrasch von Q auf 1 in —a < & <q,
3. u’~1 in a< &, da dort £=E.

In Abschn. 2.3 wird diese Naherung fiir £ und u?
[mit D = D,g(1) als Parameter] quantitativ for-
muliert.

Nun hingt f (Y, y,2) nur von den Variablen &,
und &_ ab. Daher werden zunichst in Gl. (38) statt
y und z als neue Variable &, = s und & =1 ein-
gefiihrt; s und ¢ sind die natiirlichen Variabeln des
Problems. Es ist zweckmiBig, erst Q' (Y) wie in Gl.
(38) zu bilden und dann die Variabeln zu transfor-
mieren; das Ergebnis bei umgekehrter Reihenfolge
der Operationen ist zwar das gleiche, aber fiir die
folgende Behandlung ungeeignet. Nach der Substi-
tution entsteht (s. Abschn. 2.4)

Q' (Y) = 41? [ [dsdtg2(s,t.Y) f (5.1, Y)

G(s,t)
g(s,t,Y)=g2(y) =g2(V(s+1)/2—c) (45)
mit dem Integrationsgebiet G (s,¢) in Abb. 5; das-
selbe gilt mit f," statt {* fiir Q" (Y).
Die gesuchte Naherung entsteht durch die folgen-
den Schritte:

mit

1. Das zweidimensionale Integrationsgebiet G(s, ¢)
fiir Q' (Y) wird in Teilgebiete unterteilt, je nachdem,
wie s und ¢ in einem der drei genannten &-Intervalle
liegen. Es treten 4 Typen von Teilgebieten auf

(Abb. 6)
Gl : s=2a t=>a,

dort ist u>~1 und ul~

(46 a)

(us=u,, wy=u_)

2t Der Zusammenhang zwischen Q’, Q,. Q,” und den in Ab-
schnitt 1 erwdhnten Funktionen A4’, 4, und A, ist nach
Gl. (35) evident.
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Gu: |s|<a |t|<a,
dort steigen u,®> und u;? von O auf 1;
(46 b)
Gu: a) s=a, |[t|<a; b) t=a, |s]<Za,
einer der beiden Faktoren u2 ist ~1, (46 c¢c)
der andere steigt von 0 auf 1.
Gy: a) s<-—-a,t<-a b) s<-—gq |t|<a

c) |sl<a, t<—a d) s<—q,t=a
e) s=a, t< —a, (46 d)
mindestens einer der beiden Faktoren u®

ist klein.

2. Das Integral Q' (Y) wird als Summe von Teil-

integralen iiber die einzelnen Gebiete geschrieben:
Q(Y)=0Q1 (Y) +...+Qw (Y);

in jedem der Gebiete werden Naherungsausdriicke
fiir das im Integranden von Gl. (45) auftretende
f (s, 1, Y) gebildet, indem man in Gl. (39) fiir E,
E; usw. die fiir das betrachtete Teilgebiet giiltige
Entwicklung aus Abschn. 2.3 einsetzt und nach Po-
tenzen von D ordnet. Benutzt wird im folgenden nur
das mit A, (s, t, Y) bezeichnete erste und grofite Glied
der Entwicklung (es ist entweder mit den entspre-
chenden Anteilen f ,[ =/, in G,] identisch oder
geht bei D — 0 in diese iiber, s. Anhang 1).

3. Bei Integration der Hauptterme A, (s, t, Y) tber
das jeweilige Teilgebiet G, entstehen Ndherungsaus-

driicke

H,(Y)= ffg'(s t,Y)h,(s,t,Y) ds dt

Gn\s t)

(47)
fir Q,’(Y), und die gesamte Niherungsformel fiir
Q' (Y) lautet

Q' (Y)~H((Y) +...+Hy (Y). (48)

In Abschn. 3 wird Q'(Y) mit Hilfe dieser Nahe-
rungsformel diskutiert; im Rest des Abschnitts 2
werden die einzelnen Schritte des eben skizzierten
Programms ausgefiihrt.

2.3. Niherungsformeln fiir die Quasiteilchenenergie E

1. Fiir | £| = a wird E+ [Gl. (33)] entwickelt als

E-|81])/1+ 2L8 g (14 25 4. ) 49)
£ 28°¢*

[Abkiirzungen: g=g(V1+§&), g =g(1) und

D=D,g(1) <1].
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Dann ist
u?= 412215; +... fir £<a
und u=1- 4’;2 +... fir §>a. (50)

a soll nun so gewahlt werden, daf}

1. u? fiir § < — @ hochstens von der GroBenordnung
D <1 ist; damit ist die Kleinheit von u? quanti-
tativ erfalit.

2. a<1.

Beide Forderungen widersprechen sich in gewissem

MaBe, denn nach Gl. (50) wird u? fiir £ < —a um so

groBer, je kleiner & werden kann. Falls aber g(y)

beschrankt ist derart, daf}

gy /AgisM (51)
mit nicht zu grolem M. lassen sich beide Forderun-
gen durch die Wahl

a=VD (52)
vereinen. Denn dann ist in u? fiir § < —a der grofite
Term <M D, aber auch mit D <1 noch a<1.
Weiterhin darf dann mit Gl. (52) die Reihenent-
wicklung fiir E, Gl. (49), nach dem 1. Glied abge-
brochen werden, da der Betrag des 2. Gliedes in der
Klammer <2 M D < 1. Die ersten Glieder in den
Gln. (49) und (50) sind die gesuchten Ndherungs-
formeln fiir | & | > a.

2. Fﬁr15’§a giltwegen[.’t <1
Dy g*(V1+58) =D?(1+£us . ) by =160
1

und damit wird

y=1

_1/E2 . N2 2 & _5
E-VE+D (14D S E v ) (59)
2 &
und daneben u —%(1—}- V§’+D) +. (54)
Falls lg/28:] <N (55)

mit nicht zu grolem N, kann auch die Entwicklung
(53) nach dem ersten Gliede abgebrochen werden.
Somit sind Gl. (53) (1. Glied) und Gl. (54) die
Naherungsformeln fiir | §| < a. Die Wurzel V&2 + D2
in Gl. (53) bleibt besser unentwickelt, da in
0<|&l<VD teils |&|>D, teils & <D ist, und
auch beim Ordnen nach Potenzen von D in der
Niherungsformel fiir f (s, ¢, ¥) wird das D in dieser
Wurzel nicht berticksichtigt.

Beide Naherungsausdriicke, sowohl Gln. (49) bzw.
(50) wie (53) bzw. (54), sind wegen der Wahl
a=VD gute Naherungsformeln fiir den gesamten
Bereich | & > a und & < a.



1042

2.4. Variabelntransformation und Gebietseinteilung

Die neuen Variabeln fiir Q(Y), Gln. (38) und
(30}, gind

+Es=c+y?/x+y2l, mit c=Y —1 (56)
_El=C—ny+y2l !

Fre Ve

oder umgekehrt

y=V—c+ (s+1)/2,

2= (s—0)/RYV—-c+(s+0)/2). (57)
Die Funktionaldeterminante lautet
S(x,y)/3(s, 1) =1/4Y 2, (58)

und das Integrationsgebiet von Gl. (38), Abb.4,
transformiert sich in das Innere einer von Y als
Parameter abhingigen Parabel mit dem Scheitel in

s=t=c und der Geraden s=t als Achse. Abb.5

X
vl‘

=1

[
Abb. 4. Integrationsgebiet von Q’(Y) in den Variabeln y und z.

t

Abb. 5. Transformiertes Integrationsgebiet G(s,t,Y) fiir
Y=1, 2 und 2,5. G ist das Innere der gezeichneten Parabeln.

zeigt das transformierte Integrationsgebiet G (s, ¢, Y)
fiir verschiedene Y; der untere Parabelast ist das
Bild der Geraden z=1 aus Abb. 4, der obere das
der Geraden x= —1. Die Strecke —1 <2 <1 bei
y =0 wird auf den Scheitelpunkt der Parabel abge-
bildet, die y-Achse auf die Gerade s=t, um die
G (s,t,Y) symmetrisch bleibt. Fiir ¥ — 0 zieht sich
die Parabel auf die Gerade s=1t¢ zusammen; der
Faktor 1/Y in Gl. (58) kompensiert dieses Ver-
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schwinden des Integrationsgebietes, das in den Varia-
beln z, y natiirlich nicht auftritt. Fir ¥ > 2 enthilt
G den Punkt s=¢=0 nicht mehr. Tangenten an die
Parabel sind stets die Geraden s= —1, t= —1. In
den Variabeln s und ¢ lautet die Gleichung der
Parabel

t=t(s) =s+¥Y>-2Y Vs+1 (59 a)

fiir den in Abb. 5 unteren Teil bis zur Unendlich-
keitsstelle links an der Geraden s= — 1. und

t=13(s) =s+Y2+2Y Vs+1 (59 b)

fiir den Rest. ebenso bei Vertauschen von ¢ und s
fiir s in Abhéngigkeit von ¢.

Abb. 6 zeigt die Gebietseinteilung von G(s,t,Y)
durch die Grenzgeraden s = T a, t = £ a. Die Einzel-
heiten der (von a und Y abhingigen) Gebietsgren-

h,

o
|
|
|
l

vd 4

- W ¥ e

| ”‘y
| -

=)

Abb. 6. Einteilung von G durch die Geraden s= *a, t=*a
in 4 Typen von Teilgebieten.

zen seien hier zur Platzersparnis nicht angegeben;
man erhilt sie aus Gl. (59) und den Abb. 5 und 6.
Wichtig ist, dal} es nicht fiir alle Y alle Teilgebiete G,
gibt. So existiert z. B. Gy nur fir 0<Y <2V1+a
(und hat fiir a~V1+a— V1 —a<¥ <2)1—a die
einfache Y-unabhiingige Quadratform —a <s<a,
—a<t<a), und das Gebiet Gpyv besteht fiir
Y>V1+a+V1—anur noch aus Gyyqg und Grye .

Fiir die Untersuchung von Q, (Y) (Abschn. 2.5)
ist die durch Drehung des s—¢-Systems um 45°
entstehende Substitution

p=c+Y2=(s+1)/2, g=Yyax=(s—1)/2 (60)

mit der Umkehrung

Y=Vp—c, x=q/Y Vp—c
(61)

oder

s=p+¢, t=p—q

zweckmifig. Das Integrationsgebiet ist dann das In-
nere einer nach rechts offenen Parabel mit dem Schei-
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tel in p=c und der p-Achse als Achse (Abb.7),

die Grenzen sind z. B.

c<p<>; —YV;:ZSqSYVPV—C. (62)

P

/Pp-q=0

/(s-Achse)

Abb. 7. Gebiet G(p, ¢, Y) in den Variabeln p und ¢, Gl. (60),
(schematisch) fir ¥ <2 (¢<0) und Y >2 (¢ >0). In
dem von den Diagonalen gebildeten Quadranten rechts, der
die positive p-Achse enthilt, ist £(p+¢q) ¢(p—q) == 0. Koordi-
naten der Schnittpunkte von Diagonale und Grenzparabel:
p1=(Y2+2Y)/2; po=(Y>—2Y)/2 (nur bei ¢>0 benétigt).

2.5. Verhalten von Q, (Y)
In den Variabeln p und ¢ lautet Q, nach Gl. (42)
und Gln. (60) bis (62)

zly fdp [ dg & (Vp—c) £ptq) elp—q)
¢ 0

p

Qo(Y) =
(63)

mit den Grenzen (62); da der Integrand eine
in ¢ gerade Funktion ist, gentigt Integration uber
0<g<Y Vp—c (obere Hilfte in Abb. 7). Wegen
der Unabhingigkeit der Potentialfunktion in Gl
(63) von g wird erst die g-Integration ausgefiihrt.
Fir Y<2 (¢<0) ist dabei zu beachten, dal in
G(p, q) bei p=0 eine Singularitit des Integranden
liegt; bei Vertauschung der Integrationsreihenfolge
divergiert das Integral iiber p bei ¢=0 (s. Abb. 7).
Daher wird zunichst | p | <& von der Integration aus-
geschlossen; dann ist die Reihenfolge der Integratio-
nen sicher gleichgiiltig, und anschlieend wird ¢ =0
gesetzt. Fiir Y >2 ist wegen p + 0 in ganz G (p, q)
kein solcher GrenzprozeB nétig. Differenziert man
das so erhaltene Q(Y) nach Y, so entsteht fiir ¥ <2

Qo'(Y) = - é’y’ / dp g2 (Vp—c) + 1 g2 (1 - ¥2/4)

/' dp VP_Cg'(VP_C) (64)

Py

2 Es ist Qo (Y)=—g>(1)/2Y fiir Y — 0; weiterhin kann
man Q,(Y)~ |InY | zeigen.
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und fur Y >2

O (V) = - i /d VP—Cg (VP*F)

— 5 f ap & (Vp—c) —

', dp VP—c &(Vp—o)
zy’ 1 f P

p?
(65)
mit p, und p; aus Abb. 7. Fiir ¥ =2 springt Q,(Y)
um 1g2(0), denn in Gl. (65) verschwindet fiir
Y—-2+0 (c—0") das erste Integral, und die
ibrigen Integrale stimmen fir Y =2 iiberein.
[Q¢(Y) dagegen ist stetig in ¥ =2.] Fir hinrei-
chend glatt verlaufendes g(y) ist aber in Gl. (64)

2Y,/dpg (Vp—c) + 182 (V1-Y%/4) <

fir 0 <Y < 2, und damit ist nach Gln. (64) und
(65)
Qo' (Y) <0 fiir alle Y.

Fir Y — 0 erhalt man aus Gl. (64)

lim Qy (¥Y) = — oo 22, (66)
Y—=0

2.6. Niherungsformeln fiir f (s, t,Y)

Die Naherungsausdriicke h,(s,t,Y) erhdlt man
mit den in Abschn. 2.3 angegebenen Formeln aus
Gl. (39). Man kann alle Anteile von (s, ¢, ¥) durch
E, & und & ausdriicken und erhilt in den einzelnen
Teilgebieten G, [Gl. (46) ] nach einiger elementarer
Rechnung

. _ Y
GI' hI(ss t Y) = (s+0)° ’

ﬁmwnjymm]mm

(67)

Gu:  hy(s,t,Y) =

mit by (s, 1) = fs a? 7;’@ +higs 3s Wi +W¢
(69 a)

by(s, 1) = (s—1) [ﬂt”aa; Wst+We _ﬂs'éZ’le-tVt\
(69Db)

dabei sind als Abkiirzungen W,=Vs*>+D? und
ps=1+ (s/W) benutzt, ebenso fiir W, und f;; die
Glieder bei ¥ und bei (s—¢)/Y in & [Gl. (40)]
sind als b; bzw. b, zusammengefafit. Man erkennt
in Gl. (69) nach Ausfiihren der Differentiationen
die Struktur von [ (s, ¢, Y), Gl. (39 a).

v
Cmai b= g |Tals ) = 3, Ta(s) | (70)
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D? 1

: B _aw 1
mit T1(s 1) = Wt s+ Wi P (s+Wp?

(71 a)

D 1 1 t\].

Tols, ) = =0 s g+ g P 1~ 7))

(71b)

ebenso fiir Gy, bei Vertauschen von s und ¢. Auch
hier erkennt man alle Anteile von f’. bis auf das
Glied u2(u2)’, das verschwindet. da in der ver-
wendeten Stufe der Niherung (u,2) =0 ist.

In G\ verschwinden in der verwendeten Nihe-
rung alle Glieder, und man hat A;y = 0.

3. Diskussion von Q’(Y) mit Hilfe der Niherung

3.1. Programm
a) Fiir D— 0 gehen die in Gln. (67) bis (71)

fiir G; bis Gy explizit angegebenen h,(s,t,Y) in
die entsprechenden Anteile ' , von f', iiber. Néhe-
res im Anhang.

b) Bei Integration dieser h, (n=1, 11, III) iber
die jeweiligen Gebiete G, entstehen nach Gl. (47)
die Niherungsfunktionen H, (Y), deren Summe nach
Gl. (48) genihert Q'(Y) ergibt. Diese weichen nun.
wenn D klein ist, fiir fast alle Y beliebig wenig von
Grenzfunktionen H2 (Y) ab, die entstehen, wenn
man f, [explizite Form im Anhang, Gl. (A 1)] iiber

G, integriert

HOW) = S [[£oe D wsY) (1)

und aus denen sich Q) (¥) zusammensetzt als
Qo (Y) =HY (Y) +HY1 (Y) + Hiu (V).

(Beim Ubergang von H, zu H,° wird also nur im
Integranden D — 0 ausgefiihrt; die iiber a=VD
ebenfalls von D abhéngigen Gebietsgrenzen bleiben
unberiihrt. Im folgenden wird deshalb zur Verdeut-
lichung stets a geschrieben.)

Die genannte Stetigkeit von H,(Y) in D=0 gilt
nun gleichmafig fiir alle Y aufler in ¥ =0, da

lim Q" (Y) = — o [Gl.(66) ], dagegen lim Q" (¥) =0
Y—0 Y0
fir alle D=+ 0 [Gl. (44)]. und auBler in der Um-

gebung von Y =2 wegen der dortigen Unstetigkeit
von Q' (Y) (es wird sich herausstellen, daB in bei-
den Fillen die Anteile in G verantwortlich sind).
Einzelheiten in Abschn. 3.2.

¢) In Gy hat man H;=0 wegen h;y=0. Wie
hier nicht ndher ausgefiihrt werden soll, erhdlt man

(73)
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durch Mitnahme weiterer als der verwendeten Glie-
der in der Niherung fiir f'(s,¢,Y) nicht identisch
verschwindende Beitrige zu Q' (Y) in Gy, die aber
mit D — 0O fir alle Y verschwinden.

Nach a) bis ¢) weicht dann, auller zunichst in
den beiden Ausnahmegebieten von Y, Q'(Y) fiir
kleine D beliebig wenig von @, (Y) ab und ist so-
mit wie dieses negativ.

d) Fiir Y <a und Y =2 wird Q'(Y) direkt disku-
tiert; es zeigt sich auch hier Q' (Y) <0 fiir kleines D
(Abschn. 3.3).

Somit ist fiir kleines D
Q'(Y) <0 fiir alle Y.
Zum Vergleich von H,(Y) und H,°(Y) wird be-

nutzt, daf} eine Funktion

F(D) = /f(p(s, t,D) dsdt (74)
&

stetig in D ist, wenn der Integrand stetig in s, ¢ und
D ist, also insbesondere ¢ (s, ¢, D) fir kein D singu-
lar; entsprechendes gilt im Fall eines einfachen In-
tegrals. Im folgenden kommt es vor, dall zwar
¢ (s,t,0) singular wird in s=t=0 [also ¢ (s,¢ D)
unstetig in s=t=D=0], da} aber das Integral

F(0) = fffp(s,t,O) ds dt
G

eine konvergente Majorante fiir (D) darstellt. Da-
mit konvergiert das nunmehr uneigentliche Integral
F(D) in D=0 gleichmifig und ist somit doch
eine in D = 0 stetige Funktion.

3.2. Diskussion der Ndherungsfunktionen H,(Y)

Nach Gl. (47) wird mit den A, (s, ¢, Y) aus Ab-
schnitt 2.6 H,(Y) gebildet und mit H,°(Y). GL.(72),
verglichen.

Gy: Wegen hr=/'g.1 (s. Anhang 1) ist trivialer-
weise Hi(Y) = H{°(Y) fiir alle ¥ [man sieht
auBerdem sofort H{(Y) <0].

Ga: Mit
3 D? s 1 i !
3t Pr= w3 i 3t W+ Wi (Ws+Wo® Wi
(75)
wird aus (71 a,b):
_d24yw 1
Tylsd]= ot s+ Wy (s+Wn2’ (702
— o ° ¢ - 1
T(s,0) = (s—0) |5 WeWs+Wo s+ W2l
76b)
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Diese Umformungen sind fiir die folgende Argu- geben; dasselbe gilt spiter fiir die Diskussion von
mentation wesentlich; es miissen die Terme D?/W? Hy.
beseitigt werden, die fiir D — O eine o-Funktion er-

Hyjp, ist eine Summe von (ein bis drei) Integralen der Form
1 B, Ao, Y 1
RID ¥ = 7 / dstfdtg (s,t,Y)4[T1(s,z)— };__;Tg(s,t)l

(vgl. die Gebietsgrenzen, Abb. 6) mit s,>s, = a und teils t,= —a, teils —a <1t,=t;(s)<a [s. Gl
(59 a)]. Wegen der Kleinheit des ¢-Intervalles kann man

ROD.Y)~ g [ dsg (st ¥) [ de[Ty(s,0) = [ Ta(s,0)] (77)
Su tu

schreiben. Dann wird mit Gl. (76 a)

a s a

r 2+0/Wa 2+tu/W[ .
)) de= 2¥9Wa _ "

thl(s’ ) s+Wa s+Wi, J

= dt =
;o s+ Wy?

[mit W, =Va2+ D? und Wi, = Vt2+D?]. sowie mit Gl. (76b) nach mehrfacher partieller Integration

¢ (s—a) a (s—tu) tu s s Cf st
To(s,y dt= > ——_ .~ "B U 4 SN N SO L
,{ 2(s4) Wals+Wa)  (s+We) Wey  s+Wey  stWa / (s+Wn? ()
Fir ¢, = —a sind wegen s = a>0 alle in Gl. (77) auftretenden Integranden stetig in s, ¢t und D bzw. in

s und D und damit auch R(D, Y) stetig in D. Fir t,=t,(s) kann t,=0 werden, und damit treten in
R(D,Y) Integrale iiber s mit dem fiir D =0 unstetigen Integranden ¢,/W;, auf. Mit ¢; =r als neuer Varia-

bler kann man auch diese Beitrdge durch Integrale mit stetigen Integranden darstellen; z. B. gilt fir
den Beitrag aus Gl. (78) (mit s=r+Y24+2YV1+r)

So
2 o
[ & tnY) o

Su —a

’

_ [ 860, e N ATV VI dr
e s()+Wr

und nach partieller Integration mit Hilfe von r/W,=dW,/dr treten wegen s(r) >0 fiir alle r nur noch

stetige Integranden auf. Damit sind alle Integrale R stetig in D, und Hy,(Y) geht mit D— 0 stetig in

H%1,Y) iber. Das gilt gleichmiBig in Y, da HYyp, fiir alle Y stetig ist, auch fiir ¥ =0 (man priift leicht

nach, daf} ein Anteil mit dem Faktor 1/¥? fiir ¥ < a/2 verschwindet). Fiir Gy, gilt dieselbe Argumentation.
Gy: Hy wird zunéchst nur im Intervall V1 +a— V1 —a<Y <2 V1 —a diskutiert, wo Gy Quadratform

hat (s. Abschn. 2.4) ; die restlichen Y-Intervalle, fiir die Gj; existiert, werden in Abschn. 3.3 untersucht.
Man schreibt mit Gl. (68)

Hu(Y) = g [ [ @601 [bils.0) + i bs(s,0) |dsdem | 6L+ 3 ) (80)
G
: S | .
mit I, = 787/01'1[ b, (s,t) ds di; (81)

dabei ist g2(s,t, Y) wegen der Kleinheit des Intervalls durch eine Konstante g,> ersetzt worden, z.B.

gn=28(0,0,Y) =g(V1—Y?/4) fir ¥ < 2. Ganz analog wird auch H{ geschrieben, mit einem

I,L,) = égfflim b, (s, t) ds dt (81 a)
G,y D—90
und lim b, (s, ) aus Anhang 1. Mit Gl. (69 a) berechnet man dann im betrachteten Y-Intervall

D—~0

a
1
I,=[ds °
. Of Wa Ws+Wa’
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dabei wurde unter anderem die Symmetrie von b;(s,?) in s und ¢ benutzt. Wegen a>0 ist der Integrand
stetig in s und D und somit /; stetig in D =0. Der Grenzwert /,° ist (dies gilt sogar fiir ¥ < 2)

a

= -f s+

0

4 _m2
a

(82)

und offenbar ist /; </,°. Dies und die Stetigkeit in D =0 ldBt sich hier auch direkt bestitigen; es gilt

I — a In Va—Hl",, 1. Wa In a+ W, . D+ V/(z*ai)
L Wa D a Wa D+Wata

—In2+ 2 nD+...
< a

bei Entwicklung nach D < a.

In der Tat ist das grofBte Korrekturglied negativ und verschwindet mit ) — 0. Bemerkenswert ist die
durch die Funktion D?In D verursachte nichtanalytische Abhangigkeit des /; von D in D = 0.

Weiterhin ist mit Gl. (69 b)

I,= — [ads[ 2 ¥

0

Die ersten beiden Integranden sind (wieder wegen
a>0) stetig in s und D und somit die Integrale
stetig in D. Der Integrand 1/ (W + W) ist unstetig
in s=t=D=0. aber die Majorante

a a

[ds fsift

0 0
konvergiert (mit dem Wert 2 @ In 2), und nach Ab-
schnitt 3.1 ist damit ganz I, stetig in D=0. Der
Grenzwert ist /,°= —a. Somit geht fiir das ganze
betrachtete Y-Intervall Hy;(Y) mit D— 0 stetig in
H)\(Y) iber.

3.3. Diskussion fiir kleine Y und fiir Y =2

a) Nach Abschn. 3.2 gehen in Gl. (48) H;(Y)
und Hy;p(Y) fir kleine D gleichméBig in ¥ gegen
H{(Y) und H{u(Y). Dasselbe gilt fir Hy(Y) im
Intervall (a=)V1+a—V1-a<Y <2)1—a.

b) Fir kleine Y (Y <a) weichen dagegen
H%(Y) und Hy (YY) auch fiir kleines D noch stark
voneinander ab; Hy(Y) konvergiert hier mit D — 0
ungleichmiBig in ¥ gegen Hiy(Y):

Es werde das Intervall 0 <Y < V1 +a— V1 —a

betrachtet. Dann gilt im Teilintervall

0<Y<V1+a—1 (~a/2)
—fn[ YlnY - (2
"¢ 'y1i—va L) (Y o ﬂ (83)
(Herleitung durch explizite Integration im Anhang),
dagegen

e 9422 [const-Y +0(Y?)] (84)

(Herleitung durch Entwicklung um Y =0 im An-
hang) . Fiir ¥ — 0 wird daher HY; wie — 1/Y singu-

a

a dt }

Wa W’s(Ws‘f‘W/a) B W’s;f:”'lz = 0/ Wf“‘u's

lir [vgl. dasselbe Verhalten von Q,’, Gl. (66)], je-
doch ist lim Hy;(Y) =0 [vgl. dasselbe Verhalten von
Y >0
Q. GL (44)].
Zur direkten Diskussion von Q(Y) fiir kleine Y

wird um Y = 0 entwickelt:
Q(Y)=0Q(0) +Q"(0) Y +....
Wegen Q'(0) =0 [Gl. (44)] und der Kleinheit des

Y-Intervalls ist dann in guter Naherung
Q/(Y) %QN(O) . }/.

Zu bestimmen ist das Vorzeichen von Q"' (0). Nach
Gl (36) ist

) 1
Q"(0) = [dy [dx g*(y) y* (0.4, ).
0 =]

Man berechnet [ (0, y, ) aus Gl. (39 a) durch noch-
malige Differentiation nach Y. Im Ergebnis kann
man die z-Integration einfach ausfithren und erhalt
fiir Q”(0) ein Integral, dessen Integrand iiber &(y),
E(y) und u*(y) nur noch von y abhingt. Mit £(y)
als neuer Variabler werden dann in den drei Teil-
gebieten —1 < &< q, |£[<a und § > a die Ni-
herungsformeln Gln. (49), (50), (53) und (54)
eingesetzt. Nach langerer elementarer Rechnung er-
hélt man

’” const

QO —— oM (85)
mit einer positiven Konstanten. Damit ist Q' (Y)
auch fiir kleine Y negativ und Q (Y) zeigt eine starke
negative Kriimmung in ¥ =0.

¢) Fiir ¥ =2 springt Q' (Y) unstetig um % g2(0)
(Abschn. 2.5), und ein Vergleich von Q, (¥) und
Q’(Y) wie in Abschn. 3.2 ist nicht moglich. Q" (Y)
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wird daher im Intervall 211 —a<Y¥Y<2V1+a
direkt diskutiert.

Die Unstetigkeit in Q, (¥) stammt nun vom An-
teil HY; der Zerlegung Gl. (73), denn in HY;(Y) ist
im betrachteten Y-Intervall

1,°(Y) =In2
lim 1,°(Y)=ln2 -1,

Y—2+0
und 7,°(Y) stetig in ¥ =2, wie durch explizite Be-
rechnung der beiden Integrale folgt 3. Somit ist

fir Y<2,
aber

H}; (2—-0) —H}(2+0) =1 g%(0)
=00 (2-0) —Qy'(2+0)
und der Rest
Ry(Y)=HY + H + -‘7,“;2 1Y)

von Qy =Ry(Y) + 185 I,°(Y) ist stetig in ¥ im
gesamten Intervall. Das Gesamtvorzeichen von Q,
ist negativ fiir alle Y, insbesondere ist also im Teil-
intervall 21 —a <Y <2

Ry(Y) + }gIn2<0 (86)
und wegen der Stetigkeit von Ry im gesamten Inter-
vall und der Kleinheit des Intervalls gilt dann Gl.
(86) auch fiir den Rest 2 <Y < 2)1+a des In-
tervalls.

Q’(Y) ist nach Gln. (48) und (80) gegeben durch
Q' (Y)=R(Y) + }gnl,(Y)

R(Y)=H(Y) + Hu(Y) +} 9n 1> (Y).

Nun geht mit D— 0 R(Y) im vorliegenden Inter-
vall gleichmafig in ¥ in Ry(Y) tber; denn dies gilt
fiir Hy und Hyp nach Abschn. 3.2 fiir alle Y, also
auch hier, und fiir /,(Y) kann man den gleichmafi-
gen Ubergang zu 1,°(Y) explizit mit derselben Ar-
gumentation wie fiir das in Abschn. 3.2 betrachtete
Y-Intervall zeigen (es dndern sich gegentiiber dort
die Integrationsgrenzen).

In der Umgebung von Y =2 lautet das verblei-
bende 7, (Y)

mit

1 (Y) = /ds/dtﬁs ’37 TKT:W;
So t(s) s
B (87)
— fds & ['W +Wa 777;1177711’

23 Def. von 1,° nach Gl. (81a). Man erhilt mit den jeweils
vorliegenden Grenzen von Gip

‘ In 2

10= 2y Y— 2=,
1 = S 2

n 2 VY —4 arctan l/Y 5

T C TN
2T et 2y M 2<Y<1+y1+df”

1047
wobei —a<sy<0 und t,(s) aus Gl (59a) 2.
Der 2. Term in der letzten Form von Gl. (87)

ist stets negativ; fiir ¥ =2 wird sein Betrag mit
D — 0 beliebig grofl, da bei D=0 wegen s+t
=25+4-4VY1 +.§ das Integral in s =0 divergiert.
Diese Auszeichnung des Wertes ¥ =2 héngt mit der
Unstetigkeit von /,° in ¥ =2 zusammen. In jedem
Falle aber gilt

/dsﬂs W+Wa

und man zeigt leicht

/dsﬂsﬁa I, 5L

17177 +Wa 0 S +a
unter Benutzung der expliziten Form von s, . Schlief}-
lich 148t sich die Ungleichung 7; <In 2 auch noch auf

das gesamte betrachtete Y-Intervall erweitern, und
damit ist dort

Q' (Y)<R(Y) + }gnln2=M(Y)
und wegen R(Y) — Ry(Y) und Gl. (86) ist fiir

kleine D M(Y) negativ im gesamten Intervall, und

somit auch Q' (Y).

4. Diskussion und numerisches Beispiel

4.1. Diskussion

Wie in den letzten beiden Abschnitten im einzel-
nen ausgefihrt wurde, fallt Q(Y) monoton mit Y
fiir alle Y und damit nach Gl. (35) 4(K) monoton
mit K fir alle K. Zusammen mit dem Ergebnis
A(0) <1 von T [Gl23)] bedeutet dies, dal}
A(K) <1 fiir alle K. Nach Gln. (24) und (25) gilt
dann fiir die in Gl. (22) definierte Funktion A

AK,p) <1,

und die Bedingung fiir Singularitat der z-Matrix ist
fir kein K und f>0 erfiillt. Dies ist das in der
Einleitung erwdhnte Ergebnis. Die Beschrankung
auf positive Werte des Energieparameters f ist nach
der Definition von § als Summe zweier Quasiteil-
chenenergien gerechtfertigt [Gl. (16)]. Im Gegen-

2 Bei sy=a+Y2—2 Y }/1+a liegt der Schnittpunkt von ¢, (s)
mit der Geraden t=+a. Exakt gilt Gl. (87) fiir das Y=
einschliefende Teilintervall

Vidtat+Y1—a <Y <1+ )l+a.
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satz zur t-Matrix besitzt nach Haves® die ¢-Matrix
fiir einen kleinen, aber endlichen Bereich um K =0
stets eine Singularitat 2.

Wesentlich fiir die gezeigte Nichtsingularitat der
7-Matrix ist zuniachst 4(0) <1, also nach Gl. (23)
die Existenz einer Energieliicke 4= 0 [keinen Ein-
fluB hat dagegen der bei 4=0 stetige Verlauf von
u?(k) in k=Fk;, im Gegensatz zum unstetigen Ver-
lauf der fiir 4=0 aus u? entstehenden Sprungfunk-
tion £(k), denn fiir 4(0) <1 ist nach Gl. (23) nur
wichtig. daf nicht u?(k) =1 fir alle k. unabhingig
davon, ob es stetig ist oder nicht]. Das monotone
Fallen von A4(K) dagegen. die zweite fir die Nicht-
singularitdt wesentliche Eigenschaft. hangt offenbar
nicht entscheidend von 4=0 ab; denn nach dem
verwendeten Beweisverfahren zeigt 4(K) im wesent-
lichen deshalb dieses Verhalten, weil auch 4,(K)

monoton fallt.

4.2. Numerisches Beispiel

Als Beispiel fiir die in den vergangenen Abschnit-
ten erhaltenen Eigenschaften von Q' (Y) seien Q(Y)

S. BRAUN

[GL. (36)] und Qy(Y) [Gl (42)] fiir das spezielle
g(k) =k/ (B2 + %), B>0 (88)

numerisch berechnet. Die Funktion (88) ist die
Fourier-Transformierte eines Yukawa-Potentials

exp(—fr)/dar,

der positive Parameter § (nicht zu verwechseln mit
dem fritheren Energieparameter f§ aus Abschn. 1)
wiére als die Reichweite der Kraft im Ortsraum zu
deuten. Der Fermr-Impuls %; ist in Gl. (88) ein-
gefligt. um g(k) dimensionslos zu machen; in der

Variablen y [Gl. (28) ] hat man dann
g (y)=1/(y*+ 4%, A=plk. (89)

Fir den hier stets vorliegenden Fall geringer Dichte
nehmen wir 4> 1 an, fir die Rechnung wurde
A=10 gesetzt. Ferner sei Dy=1073 gewiahlt, das
bedeutet eine kleine Kopplungskonstante w [s. Gl.
(31) und Anm.!?]; ihr genauer Wert interessiert
hier nicht.

Mit dem Potential Gl. (89) 1afit sich Qy(Y) inte-

grieren; das etwas umstidndliche Ergebnis ist

1 [ sy YH2-VA—YE 44— (4-1?) (-"t _ arct Y+2> by ¥<3
@arpamyns [ TVATTI e T ag (g e " 90w
1 [« 2 = _ <
,2A3 <2 — arctan 2) fllr Y = 2 (90 b)
4 4 A24+Y2—4 [ Y—2 ¥e==2
(4 A2+4¥Y2)2[ EVER (2 + arctan oA — arctan 2A')
Qo(Y) = = . /Y—2 _ /Y +2
—-2VY —4(2 + arctan l Yr2 arctan ] sz)J (90 ¢)
fir Y>2, aber Y=F2)VA4%2+1 (Nullstelle des Nenners). und
e VAZF1+1 YA2+1-1 1 [y 1 }
YT (2 arctan ¥ — + arctan ' )+4A2(A‘-’+1) 4 A7 (42+])
fir Y=2yA4%2+1.
(90 d)

Man priift hieran Qy(Y) ~ InY | fiir ¥ — 0 sowie
die Stetigkeit von @) in ¥ =2 und den Sprung in
Q, von der GroBe % g2(0) =1/4 A%> unmittelbar
nach.

Q(Y) wurde mit dem Potential Gl. (89) fir
A=10 und Dy=10"3 numerisch berechnet auf der
IBM 650 26. Abb. 8 zeigt den Verlauf von Q (Y) und

2> Die Energie des dort untersuchten lokalisierten Zustands
der Betue—Govpstone-Gleichung ist é=2 &f—0 mit einem
dem hier verwendeten f entsprechenden 6 > 0. Die dort
fiir grole K auftretende Singularitdt gehort zu einem Wert
0 < 0 (¢ > 2 &), eine entsprechende Singularitit tritt des-
halb hier nicht auf.

Qo (Y); die Werte fir Q,(Y) wurden aus Gl. (90)
mit einer Tischrechenmaschine ermittelt. Man er-
kennt die angegebenen allgemeinen Eigenschaften:
Qo(Y) und Q(Y) fallen beide monoton mit Y
und stimmen bis auf sehr kleine Y praktisch tiber-
ein; die zu erwartende Grenze der Ubereinstimmung

bei Y=a=VD=VDyg(1)=3.14-10"3 paBt fiir

26 Das in y unendliche Integrationsintervall wird durch die
Substitution y=u/(1 —u) endlich gemacht. Integriert wurde
nach der Simpsoxschen Regel, starke Steigungsschwankun-
gen bei der u-Integration wurden durch ein Programm mit
variabler Schrittweite berticksichtigt.
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Abb. 8a. Funktion Q (Y). (Kreise: berechnete Werte). Q,(Y)
fallt bis auf sehr kleine Y damit zusammen. N: s. Text.

das Beispiel recht gut. Fir ¥ — 0 geht, wie allge-
meiner gezeigt wurde, Q)'— — >, und Q'— 0 mit
starker negativer Kriimmung. Der Knick in Q, bei
Y =2 macht sich wegen der Kleinheit des Sprunges
in der Ableitung (% g2(0) =2.5-1077%) in der Zeich-
nung nicht bemerkbar. Neben den Kurven Q(Y)
und Q,(Y) ist in Abb. 8 noch der Wert des Integrals

aus der Bedingung (20) angegeben, die mit densel-

1049
1.5
103 —— o
N
2 Qv
o-o-ox
0 o —
aw  lea=314-10%
|
103 5109 102
Y
Abb.8b. Q(Y) und Q,(Y) fiir kleine ¥ (Kreise: berechnete
Werte).

ben Konstanten wie in Gl. (35) lautet

1= & ,krf'? -N mit N=/dy & (y) y* .
(272 & . E(y)

Im Beispiel ist N =1,456-1073, und man sieht, dal}
Q(Y) <N oder 4(K) <1 fiir alle Y bzw. K.

Herrn Prof. Dr. G. Lipers mochte ich fiir die An-
regung zu dieser Arbeit und ihre Foérderung sehr dan-
ken. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danke ich
fiir die Moglichkeit, die elektronische Rechenmaschine
IBM 650 in der Aerodynamischen Versuchsanstalt in
Gottingen zu benutzen; den Mitarbeitern des Rechen-
zentrums danke ich fiir Beratung bei der Vorbereitung
und Durchfithrung der Rechnungen.

Anhang

1. Grenzfunktionen fir h,(s,t,Y) bei D—0

In den Variabeln s und ¢ lautet f," [Gln. (41) und (43)]

ey 8

8(s) £(1) (Y/2+ (s—0) /2 Y) +0(1) 2(s) (Y2— (s—1) [2Y) |

(A. 1)

(s+1)2

s+t

dabei ist de(s)/ds=0(s) benutzt und s’, £ nach Gl. (40) eingesetzt. Mit diesem Ausdruck sind die Gln.

(67) bis (71) zu vergleichen:
Gr: Offenbar ist Ay(s,t,Y)
Gl. (A.1) verschwinden.
Gy: Mit Gl. (75) lautet by(s,t), [Gl

m(

(69a)],

bils:t) = =, +W)2

Mit lim W,=|s|,

D—0

=f01(s,t,Y), da in s > a, t = a die Anteile mit den J-Funktionen in

explizit:

Wi )+W’+W (’332_ +hs Dn)

lim f;=2¢(s), hm s/Ws —=signs und lim D*)/W3=20(s), ebenso fiir ¢, wird daraus
D—0 D0

lim b, (s, ¢) :4[_ 2e(s) £(0) | () 0(s) té,(!),f(s)] .
Do 1 (s+1)2 s+t ’
dabei ist benutzt  ¢(s) signs=¢(s), _E6) e _e() (O g o)  _ 0
(Isi+1t)2 (s+1)2 |s|+const  s+const

Fiir bs(s,t) erhidlt man auf dieselbe Weise

lim b, =4 ) 06) £(0) =4(2) &(s)
Dl—T)b'(s’t) (s=1) s+t

[man benutzt &(s) €(¢) (sign s —signt) =0],
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und damit ist lim hy (s, ¢, Y) = lim 2 [bl(s, i+ o-bglsd) J = foar [ =1
D0 p—o 8 Y

Gira:  Genau wie fiir Gy erhilt man aus Gln. (70) und (71)

. ETI 4 1 _ oy es) e ) st o(t) e(s) _ g
lim A (s, 6, ¥) = lim £ [T365,0) = 3, Tas0) | = =¥ 5050+ (5 = 55) 2959 = o,

da in Gy, 0(s) =0 wegen s>0. Dasselbe gilt mit ¢ statt s fir Gyyy, .

2. HY und Hy fiir kleine Y (zu Abschn. 3.3)

1. Mit den Grenzen a) —a <s<s;3 —a <t <1,(s5), b) 5y S5 <593 45 (5) St =< 15(5), ¢) 9= s < a;
ty(s) <t < a fiir Gy im Intervall 0<Y <a/(V1+a+V1—a) (= a/2), wobei sy=a+Y*-2Y V1 +a?

und s;,= —a+Y2+2Y V1 —a der eine Schnittpunkt der Parabel mit der Geraden t= — a ist, erhélt man
durch Quadratur

jo_ =Y . (Vlta—Y2—y1-VA) A+Y2+ V1=V | 2a
L 2y1—y24 (V1+a—Y/2 +Y/1—Y?4) A+Y/2— )1—Y?/4) 2a¢+Y2—2YV1+a
=3 (YInY)/V1-Y?*/4 +0(Y)
bei Entwicklung nach ¥ <1, und 1,°= — (2 Y +Y?). Daraus folgt Gl. (83).
2. Man entwickelt 7,(Y), [Gl. (81)], mit den Grenzen wie eben, nach ¥ um Y =0. Wegen Gy (s,t,0) =0
ist 1,(0) = 0. Differentiation nach Y liefert

)
Y

L/ (0) = 1,(Y) = / ds V1 +sb.(s,s),
Y=0
also 7, (0) =const; 0 und 1,(0) =0 wegen by(s,s) =0 [Gl. (69b)]. Nochmaliges Differenzieren von
I,(Y) liefert nach elementarer Rechnung 1, (0) =0, aber I,””(0) = const;==0. Somit hat man als Ent-
wicklungen um ¥ =0
I, =const;"Y +..., I;(Y) =consty Y34 ..,

woraus sofort Gl. (84) folgt.



